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L’usage des calculatrices est strictement interdit.

Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, a la clarté
de la rédaction et au soin de la présentation. Il est rappelé que tout résultat
énoncé dans le sujet peut étre utilisé pour traiter la suite, méme s’il n’a pu
étre démontré.

Exercice

1) Soit g la fonction 27 —périodique définie par

s .’E2

g(z) = 5T~ PUr z € [0,27].
a) Déterminer la série de Fourier de g.
b) En déduire que pour tout z € [0,7], on a:
ishﬁnx r(n—g)
~ n2 2

n=1 « i

1/



= sin?nz

2) Montrer que pour tout z > 0, > =
n=1
3) Soit (aa),, une suite de nombres complexes qui converge vers z€ro.

On pose pour n > 1,

T
< —.
-2

un(z) = nz ’ e
0, siz=0

a) Montrer que pour p<get z >0, on a

g ™
> Jun(@)] < 3'sup e
n=p n>p

b) En déduire que la série Y u,(z) est convergente et que sa somme est
n>1

une fonction continue sur R.
Probléme

On désigne par E I'espace vectoriel constitué des fonctions f réelles continues
et bornées sur [0, +oo[ et telles que, pour tout z > 0, I'intégrale

tf(t
/ —&—dt soit convergente.
0
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Partie I

1) On considére les deux fonctions ¢ et 1 définies sur [0, +oco[ par:
1 g f<ts e

i
(;9() 1+ ¢2 ¢ 1/1() w si t>e.
T to(t)
a) Montrer que ¢ € E et calculer z2+t2dt;pour:r>0.
0 i

b) Montrer que ¢ ¢ E.
2) Montrer que les fonctions e~ | sint et cost sont dans E.

3) Soit f une fonction réelle continue sur [0, +oo[ telle que
Jim f(#)=1; I€R

2 ]¢ .



a) Montrer que f est bornée sur [0, +oo].
b) Montrer que si [ # 0, alors f ¢ E.
¢) Que peut-on diresil=07

o tf(t
*Danslasuite,pourfEEeta:>0,onposeTf(:r)=/ x2—ff_%dt.
0

4) On suppose que f est positive sur [0, +ool.

a) Montrer que la fonction T f est décroissante sur |0, +oc].
= f@)

b) Montrer que Ii%1+T fle)= Tdt < +00.
T— 0 > A

c¢) Montrer que :_;_hmwT flz) =0
T f(t)

3) Soit f € E. On suppose que ——t—dt converge et qu’il existe deux
0
constantes ¢ > 0 et « > 0 telles que pour tout ¢>0; |f(¢)| < ct=.

a) Montrer que pour tout z > 0 ;

/+°° t() dt—/:wiit—)dt=—/+x———f(m) ar.

o ZI2+t2 o T(1472) "
: : = f@)
b) En déduire que 111:51+T flz) = _t_dt'
T— 0
6) a) Montrer que Vz > 0 et Vt > 0 ;

- . 1 ? ot 6t
i < — ) <.
6z(z2+t2) —z24¢2 w 81:2(z2+t2) ~ (22 +t2)?

b) En déduire que pour toute fonction f € F, la fonction T'f est de classe
C? sur |0, +oo[ et on a pour tout z > 0,

(Tf)(z) = —22 / Ow(—zé%%);dt et (Tf)(z)=2 / i —rea O

c) Soient f € E et M = sup |f(t)|. Montrer que Vz > 0, |(Tf)(z)| < %4-
£>0

et [(Tf) ()l < 25

7) a) Montrer que V(z,t) # (0,0) ;

2t 8t

o) Yo (@re) =0
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“(t
* Soit f € E telle que f soit de classe C? sur [0, +oo[ et lim ) =i

t—s+oo ¢
b) En intégrant par parties, montrer que pour tout z > 0 ,

g, i __f0) Tt

¢) En déduire que Vz > 0 ;

(Tf)'(z) = LI / i f'(t)dt.

I2 0 $2 + t2
Partie II.
+00. - t
1) On rappelle que / S—m—dt )
A - 2
: : % fgin ]
Soit f(t) =sint. On pose pour z > 0, v(z) = T(fllz] = o tzdt‘
0

+oo 272 - t2

a) Montrer que v(z) = /0 (22 + 2)2
b) En déduire que hIB v(z) =0.

cost dt, Vz > 0.

i
Mont li = —,
¢) Montrer que Jim v(z) 3
d) Montrer que Vz > 0, v"(z) — v(z) = 0 (utiliser I-7,c).
e) En déduire que Yz > 0, v(z) = ge".
+o0

-t
: a:2+t26 dt .

2) On pose pour z > 0, w(z) =/
g a) Montrer que lu_El w(z) =0.

]
b) Montrer que pour tout z > 0, w”(z) + wir)e ot
+0oo

¢) En déduire que pour tout z > 0 s W (z) = —% +/ w(t)dt.

T

d) Montrer que w est I'unique fonction sur 10, +o0[ vérifiant:

w'(z) + w(z) = %,
lim w(z) =0.

IT—+o0
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